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Abstrat
This is an expository paper on the subjet of the title. It assumes basi
sheme theory, ommutative and homologial algebra.
1 Introdution
Le but de et artile est de donner les propriétés basiques et les théorème
fondamentaux de la théorie des déformations équivariantes des shémas d'inter-
setions omplètes munies d'une ation d'un groupe abstrait ni. À proprement
parler, il n'y a rien de nouveau dans et artile. Le but essentiel est de donner des
preuves simples à des théorèmes déjà onnus et de les illustrer par des exemples.
Nous n'hésiterons don pas à ajouter des hypothèses sur les objets onsidérés,
ni à donner des énonés moins forts, si l'exposé peut y gagner en simpliité. Des
exposés beauoup plus généraux peuvent être trouvés dans [Ill71, Ill72℄, [Lau79℄
ou [Wew℄. Les tehniques utilisées ii s'inspire de elles utilisées dans [Vis℄ et
[LS67℄.
Nous utilisersons onstamment des shémas munis de l'ation d'un groupe ni,
il est don naturel de poser les dénitions suivantes.
Dénition 1.1 Soient G un groupe ni et Y un shéma. Un Y [G]-shéma (ou
A[G]-shéma si Y = SpecA) est un ouple (X → Y, i) où X → Y est un
morphisme de shémas et i : G→ AutY (X) est un homomorphisme de groupes
abstraits. S'il n'y a pas de onfusion possible, on notera aussi (X → Y,G), voire
(X,G), le ouple (X → Y,G).
Les Y [G]-shémas forment une atégorie, les èhes étant les morphismes G-
équivariants de Y -shémas.
Si P est une propriété des morphismes de shémas, nous dirons qu'un mor-
phismes de Y [G]-shémas (X1, i1) → (X2, i2) possède la propriété P si le mor-
phisme sous-jaent X1 → X2 possède la propriété P .
Soient k un orps, G un groupe ni et (X0, i0) un k[G]-shémas. Une déforma-
tion équivariante de (X0, i0) onsiste en la donnée
- d'un anneau loal artinien A d'idéal maximal mA de orps résiduel k ;
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- d'un A[G]-shémas (X, i) plat sur A ;
- et d'un isomorphisme (X ×SpecA Speck, i)→ (X0, i0)
Une telle donnée sera appelée déformation équivariante de (X0, i0) au-dessus de
A.
Deux déformations équivariantes (X1, i1) et (X2, i2) de (X0, i0) au-dessus d'un
anneau A seront dites isomorphes s'il existe un A[G]-morphisme f : (X1, i1)→
(X2, i2) induisant l'identité sur les bres fermées (qui sont anoniquement iso-
morphe à (X0, i0)). On peut remarquer qu'alors f est un isomorphisme grâe à
[Sh68℄, Lemma 3.3.
Nous noterons A la atégorie des anneaux loaux artiniens de orps résiduel k.
Dénition 1.2 (relèvement équivariant) Soient A′ un objet de A, mA′ son
idéal maximal, a ⊂ A′ un idéal tel que mA′a = 0 (en partiulier, a est na-
turellement une k-algèbre) ; notons A = A′/a et mA son idéal maximal. Soit
(X, i) une déformation équivariante au-dessus de A d'un k[G]-shémas (X0, i0).
Un relèvement équivariant de (X, i) à A′ est une déformation équivariante
(X ′, i′) de (X0, i0) au-dessus de A
′
telle qu'il existe un isomorphisme (X ′×SpecA′
SpecA, i′)→ (X, i).
L'exemple le plus simple de donnée satisfaisant les hypothèses de la dénition
préédente est donné par A′ = k[ε]/(ε2) (l'algèbre des nombres duaux qu'on
note souvent k[ε]), mA′ = a = (ε) et A = k. Les relèvements équivariants de
(X0, i0) à k[ε] seront appelés les déformations équivariantes du premiers ordres.
Le but de et artile est de démontrer une version aaiblie du théorème suivant.
Théorème 1.3 Soient k un orps, G un groupe ni et X0 un k-shéma ré-
duit, noethérien, loalement d'intersetion omplète et muni d'un ation de G
(i.e. il existe un homomorphisme i0 : G → Autk(X0) faisant de (X0, i0) un
k[G]-shéma). Notons ΩX0/k le omplété séparé du faiseau des diérentielles
relatives si X0 est le spetre d'un anneau loal omplet, et notons ΩX0/k le fais-
eau des diérentielles relatives sinon. Reprenons les notations introduites dans
la dénition 1.2. Soit (X, i) une déformation équivariante de (X0, i0) au-dessus
de A.
1. Si (X ′, i′) est un relèvement équivariant de (X, i) à A′ alors le groupe
des automorphismes de relèvements de (X ′, i′) (i.e. les automorphismes
équivariants de (X ′, i′) qui xent (X, i)) est anoniquement isomorphe à
a⊗k HomOX0 (ΩX0/k,OX0)
G.
2. Il existe un élément anonique
ωA′,a ∈ a⊗k Ext
2
G,OX0
(ΩX0/k,OX0)
appelé obstrution, tel que ωA′,a = 0 si et seulement s'il existe un relève-
ment de (X, i) à A′.
3. S'il existe un relèvement de (X, i) à A′, alors l'ensemble des lasses d'iso-
morphismes de relèvements de (X, i) à A′ est anoniquement isomorphe
à
a⊗k Ext
1
G,OX0
(ΩX0/k,OX0).
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La dénition de morphisme loalement d'intersetion omplète adoptée ii (f.
dénition 2.4), est un peu plus générale que elle utilisée habituellement (f. par
exemple [Liu02℄) an d'englober le as des anneaux loaux.
Voii le plan de ette note. Dans la setion 2, nous rassemblons les dénitions
et propriétés onernant les intersetions loales omplètes munies d'une ation
d'un groupe ni. Dans la setion 3, nous montrons le résultat pour les inter-
setions loales omplètes anes (f. Théorème 3.4 et Théorème 3.7) et nous
démontrons une version plus faible du as général dans la setion 4 (f. Théorème
4.3 et Théorème 4.4). La setion 6 regroupe divers exemples et orollaires.
L'outil de base est la ohomologie équivariante. Notre référene dans e do-
maine est [Gro57℄ que nous utiliserons librement.
Le groupe nul sera noté 0.
2 Morphismes loalement d'intersetion omplètes
Dénition 2.1 Soient A un anneau et G un groupe ni. Nous dirons qu'un
A[G]-shéma est G-FL s'il est d'une des formes suivantes
- (AnA,G, G) où A
n
A,G := SpecA[{xi,σ}1≤i≤n,σ∈G] et l'ation (à gauhe) de G est
dénie par σ′(Xi,σ) = Xi,σσ′ ;
- un shéma ane (SpecB,G), où B est une loalisation de OAn
A,G
stable sous
l'ation de G ;
- (SpecA[[{xi,σ}1≤i≤n,σ∈G]], G) et l'ation est dénie par σ
′(Xi,σ) = Xi,σσ′ .
La proposition suivante justie la dénomination G-FL (pour G-formellement
lisse).
Proposition 2.2 Soient A un anneau, G un groupe ni et (Y,G) un A[G]-
shéma G-FL. Soit (X0, G) et (X,G) des A[G]-shémas anes et supposons
qu'il existe un diagramme ommutatif de A[G]-shémas
(X0, G)
f //

(Y,G)

(X,G) // SpecA
où le morphisme X0 → X est une immersion fermée dénie par un idéal de
arré nul. Alors il existe un morphisme de A[G]shémas f˜ : (X,G) → (Y,G)
rendant ommutatif le diagramme
(X0, G)
f //

(Y,G)
(X,G).
f˜
::ttttttttt
Preuve : Immédiate. 
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Il eut peut être été plus naturel de dénir un morphisme G-FL omme étant
un morphisme vériant la propriété énonée dans la proposition 2.2. Toutefois,
l'étude de es morphismes et de leurs propriétés nous aurait emmenés au-delà
des buts de et artile.
Soit X → SpecA un morphisme de shéma. Si X est le spetre du omplété
d'un anneau de type ni en un point, nous noterons ΩX/A le séparé omplété du
module des diérentielles. Sinon nous noterons ΩX/A son faiseau des diéren-
tielles relatives.
En partiulier, pour tout faiseau ohérent F de type ni, on a une bije-
tion entre l'ensemble des A-dérivations de OX à valeurs dans F et l'ensemble
HomOX (ΩX/A,F).
Proposition 2.3 Soient G un groupe ni, A un anneau et (Y,G) un A[G]-
shéma G-FL. Alors le faiseau ΩY/A est un OY,G-module projetif.
Preuve : Cei déoule de la desription de ΩY/A. 
Dénition 2.4 Soient G un groupe ni, A un anneau et (X,G) un A[G]-
shéma. Nous dirons que (X,G) est G-IC s'il existe un A[G]-shéma (Y,G)
qui soit G-FL, et une immersion régulière (X,G)→ (Y,G). Un morphisme (non
équivariant) sera dit d'intersetion omplète s'il est 0-IC.
Remarque 2.5 Cette dénition de morphisme d'intersetion omplète n'est
pas lassique. Elle englobe évidement la notion de morphisme d'intersetion
omplète si elui-i est en plus de type ni. La dénition adoptée ii est néessaire
ar, très souvent, nous loaliserons les obstrutions et devrons don travailler
sur des anneaux loaux (voire omplet) qui ne sont pas de type ni sur la base.
En partiulier, on voit que si un A[G]-shéma (X,G) est G-IC et de présen-
tation nie, alors le shéma sous-jaent X est une intersetion omplète. Cette
propriété est en fait une équivalene d'après le lemme suivant.
Lemme 2.6 Soient A un anneau, G un groupe ni et (X,G) un A[G]-shéma
ane. Si X est d'intersetion omplète, alors (X,G) est G-IC.
Preuve : Supposons que X → SpecA est de type ni, la démonstration dans le
as général se faisant de la même manière. Notons B l'anneau des fontions de
X. Comme X → SpecA est de type ni, il existe un morphisme surjetif
ϕ : C := A[X1, . . . ,Xn]→ B
tel que le morphisme induit X → SpecC soit une immersion régulière (f.
[Liu02℄, Corollary 6.3.22). Dénissons un morphisme équivariant
ϕ′ : C ′ := A[{Xi,σ}1≤i≤n,σ∈G]→ B
par ϕ′(Xi,σ) = σ(ϕ(Xi)). Comme SpecC
′ → SpecA est lisse, le morphisme
ϕ′ : X → SpecC ′ est une immersion régulière (f. [Liu02℄, orollary 6.3.22), e
qui ahève la preuve. 
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Lemme 2.7 Soient k un orps, (X0, G) un k[G]-shéma réduit qui soit G-IC
et j : (X0, G) → (Y0, G) une immersion régulière dans un k[G]-shéma qui soit
G-FL. Notons I0 l'idéal de l'immersion j. Alors on a une suite exate
0→ I0/I
2
0 → ΩY0/k|X0 → ΩX0/k → 0.
Preuve : Supposons dans un premier temps que X0 et Y0 sont de type ni sur
k. Alors tout est lassique, sauf peut être l'injetivité. Celle-i est prouvée dans
[Vis℄, Lemma 4.7 ('est ii que le fait que X soit réduit intervient).
La démonstration dans le as général est similaire. 
En appliquant le fonteur a⊗k HomOX0 (−,OX0)
G
à la suite exate du lemme
préédent on obtient une suite exate
0→ a⊗k HomOX0 (ΩX0/k,OX0)→ a⊗k HomOX0 (ΩY0/k|X0 ,OX0)→
a⊗k HomOX0 (I0/I
2
0 ,OX0)→ a⊗k Ext
1
OX0 ,G
(ΩX0/k,OX0)→
a⊗k Ext
1
OX0 ,G
(ΩY0/k|X0 ,OX0)→ a⊗k Ext
1
OX0 ,G
(I0/I
2
0 ,OX0)→
a⊗k Ext
2
OX0 ,G
(ΩX0/k,OX0)→ a⊗k Ext
2
OX0 ,G
(ΩY0/k|X0 ,OX0)
Comme le faiseau ΩY0/k est un faiseau de OY0 [G]-module projetif (f. Propo-
sition 2.3), le faiseau ΩY0/k|X0 est un faiseau de OX0 [G]-module projetif.
Ainsi, on a une suite exate
0→ a⊗k HomOX0 (ΩX0/k,OX0)→ a⊗k HomOX0 (ΩY0/k|X0 ,OX0)→
a⊗k HomOX0 (I0/I
2
0 ,OX0)→ a⊗k Ext
1
OX0 ,G
(ΩX0/k,OX0)→ 0 (2.1)
et un isomorphisme
a⊗k Ext
1
OX0 ,G
(I0/I
2
0 ,OX0)→ a⊗k Ext
2
OX0 ,G
(ΩX0/k,OX0) (2.2)
3 Déformation équivariante des shémas anes
Fixons quelques notations. Dans ette setion et dans la suite k sera un orps,
G un groupe ni, (X0, G) un k[G]-shéma qui est G-IC, (X0, G)→ (Y0, G) une
immersion régulière dans un k[G]-shéma qui estG-FL. On hoisit un objet A′ de
A, mA′ son idéal maximal, a ⊂ A
′
un idéal tel que amA′ = 0. Notons A = A
′/a et
mA son idéal maximal. Finalement, xons une déformation équivariante (X,G)
de (X0, G) au-dessus de A, un k[G]-shéma (Y,G) au-dessus de A ayant pour
bre spéial (Y0, G) (on montre aisément qu'il en existe étant donné la dénition
des shémas G-FL) et une immersion régulière π : (X,G) → (Y,G) relevant
l'immersion (X0, G)→ (Y0, G) (il existe de tels relèvement grâe à la proposition
2.2). Nous noterons I0 l'idéal de l'immersion X0 → Y0 et I l'idéal de l'immersion
X → Y . Fixons également un relèvement G-FL (Y ′, G) de (Y,G) à A′.
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3.1 Classiation des relèvements
Soient (X ′1, G) et (X
′
2, G) des relèvements de (X,G) à A
′
. La proposition 2.2
nous fournit des relèvements πi : (X
′
i, G)→ (Y
′, G) du morphisme π : (X,G)→
(Y,G). On a don un diagramme ommutatif
OY ′
π1 //
%%LL
LL
LL
LL
LL
L

OX′1
!!D
DD
DD
DD
D
OY ′/a = OY // OX
OY ′
π2 //
99rrrrrrrrrrr
OX′2
==zzzzzzzz
Notons I1, I2, I les idéaux de dénitions des immersions régulières π1, π2 et π.
Comme les X ′i sont plats sur A
′
, on a Ii ⊗A′ A = I .
Soient f ∈ I et fi ∈ Ii des relèvements de f . Comme (X
′
1, G) et (X
′
2, G) sont
des relèvements de (X,G) à A′ et que OY ′ est plat sur A
′
(e qui implique que
le noyau de OY ′ → OY est a ⊗A′ OY ′) on a f1 − f2 ∈ a ⊗A′ OY ′ . Or, omme
mA′a = 0, on a un isomorphisme anonique
a⊗A′ OY ′ → a⊗k OY0 .
Ainsi, on peut voir f1 − f2 omme un élément de a ⊗k OY0 qui est nul si et
seulement si f1 = f2 dans OY ′ . Notons νY ′((X
′
1, G), (X
′
2, G))(f) l'image de
f1 − f2 dans
a⊗k OY0/a ⊗k I0 = a⊗k OX0 .
On voit alors aisément que et élément ne dépend que de f , π1 et π2 mais en
auun as des relèvements fi de f .
D'autre part, omme π1 et π2 sont équivariants, pour tout σ ∈ G les éléments
σ(fi) ∈ Ii sont des relèvements de σ(f). On a don un morphisme G-équivariant
de OY -modules
νY ′((X
′
1, G), (X
′
2, G)) : I → a⊗k OX0 .
Finalement, l'isomorphisme anonique
HomOY (I, a⊗k OX0)
G ∼= a⊗k HomOX0 (I0/I
2
0 ,OX0)
G
(provenant enore une fois de l'égalité mA′a = 0) nous permet de onsidérer
νY ′((X
′
1, G), (X
′
2, G)) omme un élément de
a⊗k HomOX0 (I0/I
2
0 ,OX0)
G.
Proposition 3.1 Soient (X ′i, G) (1 ≤ i ≤ 3) des relèvements de (X,G) à A
′
.
Alors l'appliation νY ′ vérie les propriétés suivantes (les égalités de shémas
doivent être omprises omme des égalités en tant que sous-shémas fermés de
Y ′)
(i) νY ′((X
′
1, G), (X
′
2, G)) = 0 si et seulement si (X
′
1, G) = (X
′
2, G) ;
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(ii) νY ′((X
′
1, G), (X
′
2, G)) + νY ′((X
′
2, G), (X
′
3, G)) = νY ′((X
′
1, G), (X
′
3, G)) ;
(iii) νY ′((X
′
1, G), (X
′
2, G)) = −νY ′((X
′
2, G), (X
′
1, G)) ;
(iv) soit ν ∈ a⊗kHomOX0 (I0/I
2
0 ,OX0)
G
, alors il existe un relèvement (X˜ ′1, G)
de (X,G) à A′ tel que νY ′((X
′
1, G), (X˜
′
1, G)) = ν ;
(v) soient (Y˜ ′, G) → (Y ′, G) un morphisme de A′[G]-shémas tel que (Y˜ ′, G)
soit G-FL, et π˜0 : (X0, G) → (Y˜
′ ×SpecA′ Speck,G) une immersion régu-
lière qui se fatorise à travers (X0, G) → (Y0, G) ; notons I˜0 l'idéal de
l'immersion π˜0. Alors l'image de νY˜ ′((X
′
1, G), (X
′
2, G)) par l'appliation
anonique
a⊗k HomOX0 (I˜0/I˜
2
0 ,OX0)
G → a⊗k HomOX0 (I0/I
2
0 ,OX0)
G
est νY ′((X
′
1, G), (X
′
2, G)).
Preuve : Seule la partie (iv) néessite une démonstration, les autres propriétés
étant des onséquenes immédiates de la dénition de ν.
Notons I1 l'idéal de l'immersion X
′
1 → Y
′
, I l'idéal de l'immersion X → Y et
I˜1 :=
{
f˜ ∈ OY ′ | l'image f¯ de f˜ dans OY = OY ′ ⊗A′ A
′/a est dans I et
∃f ∈ I1 tel que l'image de f − f˜ dans a⊗k OX0 est ν(f¯)
}
On vérie sans peine que I˜1 est un idéal de OY ′ stable sous l'ation de G et
que le shéma (X˜ ′1, G) = (SpecOY ′/I1, G) est un relèvement de (X,G) tel que
νY ′((X
′
1, G), (X˜
′
1, G)) = ν. 
Le orollaire suivant est une onséquene immédiate de la proposition i-dessus.
Corollaire 3.2 Soit (X,G) une déformation équivariante de (X0, G). Supposons
qu'il existe un relèvement (X ′, G) de (X,G) à A′. Alors l'ensemble{
Relèvement de (X,G) à A′ plongés dans Y ′
}
est anoniquement un espae prinipal homogène sous l'ation de
a⊗k HomOX0 (I0/I
2
0 ,OX0)
G.
Supposons qu'il existe un isomorphisme de relèvements ϕ : (X ′1, G)→ (X
′
2, G).
On a alors un diagramme non ommutatif a priori
OY ′
π#1 //
π#2 ""D
DD
DD
DD
DD
OX′1
OX′2 .
ϕ#
OO
Posons D := π#1 − ϕ
# ◦ π#2 . La omposé de D ave la projetion OX′1 →
OX′1 ⊗A′ A
′/a est nulle (ar ϕ induit l'identité sur X). Ainsi D est à valeurs
dans a⊗A′ OX′1 ar X
′
1 est plat sur A
′
. L'isomorphisme anonique
a⊗A′ OX′1 → a⊗k OX0
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(provenant de l'égalité amA′ = 0) permet de onsidérer D omme étant à valeurs
dans a⊗k OX0 .
Comme les strutures de OY ′-modules sur a⊗kOX0 induites par π
#
1 et ϕ
#◦π#2
sont les mêmes et que pour tout f, g ∈ OY ′ on a
D(fg) = π#1 (f)D(g) + (ϕ
# ◦ π#2 (g))D(f),
on peut onsidérer D omme une A′-dérivation de OY ′ à valeurs dans a⊗kOX0 .
Par suite, D induit un morphisme
µY ′(ϕ) : ΩY ′/A′ → a⊗k OX0 .
D'autre part, omme π1, π2 et ϕ sont équivariants, µY ′(ϕ) est en fait un élément
de HomOY ′ (ΩY ′/A′ , a⊗k OX0)
G
. Finalement, l'isomorphisme anonique
HomOY ′ (ΩY ′/A′ , a⊗k OX0)
G ∼= a⊗k HomOX0 (ΩY ′/A′ |X0 ,OX0)
G
permet de voir µY ′(ϕ) omme un élément de a⊗k HomOX0 (ΩY ′/A′ |X0 ,OX0)
G
.
La proposition suivante est une onséquene immédiate de la onstrution de
µY ′ .
Proposition 3.3 Soient ϕ1 : (X
′
1, G)→ (X
′
2, G) et ϕ2 : (X
′
2, G)→ (X
′
3, G) des
isomorphismes de relèvements. L'appliation µY ′ vérie les propriétés suivantes
(i) µY ′(ϕ1) = 0 si et seulement si ϕ1 = Id.
(ii) µY ′(ϕ2 ◦ ϕ1) = µY ′(ϕ2) + µY ′(ϕ1).
(iii) Si (Y˜ ′, G)→ (Y ′, G) est un morphisme entre shémas G-FL et (X0, G)→
(Y˜0, G) := (Y˜
′×SpecA′ Speck,G) est une immersion régulière fatorisant le
morphisme (X0, G)→ (Y0, G). Alors l'image de µY˜ ′(ϕ1) par l'appliation
a⊗k HomOX0 (ΩY˜0 |X0 ,OX0)
G → a⊗k HomOX0 (ΩY0 |X0 ,OX0)
G
est µY ′(ϕ1).
(iv) µY ′ induit une bijetion entre les isomorphismes de relèvements (X
′
1, G)→
(X ′2, G) et les préimages de νY ′((X
′
1, G), (X
′
2, G)) par l'appliation
a⊗k HomOX0 (ΩY0/k|X0 ,OX0)
G → a⊗k HomOX0 (I0/I
2
0 ,OX0)
G.
Preuve : Le seul énoné qui n'est pas une onséquene direte de la dénition
est le dernier point. Dérivons tout dabord le morphisme
a⊗k HomOX0 (ΩY0/k|X0 ,OX0)
G → a⊗k HomOX0 (I0/I
2
0 ,OX0)
G.
En reprenant les notations préédemment introduites, on voit que D, en re-
strition à I , induit νY ′((X
′
1, G), (X
′
2, G)) via le morphisme i-dessus. Il sut
don de voir qu'un préimage de νY ′((X
′
1, G), (X
′
2, G)) induit un isomorphisme
ϕ : X ′1 → X
′
2. Fixons don un tel préimage D. En utilisant les onstrutions
inverses de elles faites préédement, on peut onsidérerD omme un morphisme
OY ′ → a⊗A′ OX′1 → OX′1 .
8
On dénit alors un isomorphisme de la manière suivante. Dénissons un mor-
phisme ϕ˜ : OY ′ → OX′1 par ϕ˜(f) = π
#
1 (f) + D(f). C'est bien un morphisme
d'anneau ar a2 = 0. Comme D est envoyée sur νY ′((X
′
1, G), (X
′
2, G)), on voit
que ker π#2 ⊂ ker ϕ˜ et don ϕ˜ induit un morphisme (X
′
1, G) → (X
′
2, G) qui est
un isomorphisme par platitude. 
Les propositions 3.1, 3.3 et la suite exate (2.1) ont pour onséquene le
théorème suivant.
Théorème 3.4 Soient (X0, G) un shéma ane dans la lasse G-IC, (X →
SpecA,G) une déformation équivariante de (X0, G) et (X
′ → SpecA′, G) un
relèvement de (X,G) à A′. Alors
(i) le groupe des automorphismes de relèvements de (X ′, G) est anoniquement
isomorphe à a⊗k HomOX0 (ΩX0/k,OX0)
G
.
(ii) l'ensemble des lasses d'isomorphie de relèvements de (X,G) à A′ est un
espae prinipal homogène sous Ext1G(ΩX0/k,OX0).
3.2 Existene de relèvement
Fixons un relèvement (a priori non équivariant) X ′ de X (il en existe toujours,
f. par exemple [Vis℄, Lemma 2.7) et un plongement X ′ → Y ′ (e qui est possible
ar Y ′ est formellement lisse). Notons I ′ l'idéal de et immersion. Soient σ ∈ G
et f ∈ I . Choisissons un relèvement f ′ de f dans I ′. Ainsi, σ(f ′) − f ′ est
un élément de OY ′ (e n'est pas toujours un élément de I
′
ar X ′ n'est pas
forément muni d'un ation de G). Notons ωX′(σ)(f) l'image de σ(f
′)− f ′ dans
OX′ . Comme X est muni d'une ation de G (i.e. I est xe sous l'ation de G),
ωX′(σ)(f) est nul modulo a. On a don naturellement ωX′(σ)(f) ∈ a ⊗A′ OX′
(ar X ′ est plat sur A′). On montre alors aisément que ωX′(σ)(f) ne dépend
pas du relèvement f ′ de f .
On a don onstruit une appliation OY ′-linéaire
I → a⊗A′ OX′
Les isomorphismes a⊗A′ OX ∼= a⊗k OX0 et
HomOY (I, a⊗k OX0)
∼
→ a⊗k HomOX0 (I0/I
2
0 ,OX0)
nous permettent de onsidérer ωX′(σ) omme un élément de
a⊗k HomOX0 (I0/I
2
0 ,OX0).
D'autre part, de la dénition de ωX′(σ) déoule diretement l'égalité
ωX′(σσ
′) = σ(ωX′(σ
′)) + ωX′(σ)
et don ωX′ dénit un élément de
H1(G, a⊗k HomOX0 (I0/I
2
0 ,OX0)) = a⊗k H
1(G,HomOX0 (I0/I
2
0 ,OX0)).
Pour tout élément φ ∈ a⊗kHomOX0 (I0/I
2
0 ,OX0) nous noterons ∂φ le morphisme
de obord dénit par ∂φ = σφ− φ.
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Lemme 3.5 L'image de ωX′ dans a ⊗k H
1(G,HomOX0 (I0/I
2
0 ,OX0)) est in-
dépendant de X ′. On la notera ωemb
Preuve : Choisissons deux relèvements X ′1 et X
′
2 de X. Le résultat est une
onséquene de l´égalité
ωX′1(σ)(f)− ωX′2(σ)(f) =
(
∂νY ′((X
′
1, 0), (X
′
2, 0))
)
(f).

Proposition 3.6 Il existe un relèvement équivariant de (X,G) à A′ si et seule-
ment si ωemb = 0.
Preuve : Le sens diret est immédiat ar si on a un relèvement équivariant
(X ′, G) de (X,G) à A′, alors ωX′ = 0.
Montrons la réiproque et supposons pour ela que ωemb = 0. Choisissons un
relèvement quelonque X ′ de X. Par dénition, il existe
φ ∈ a⊗k HomOX0 (I0/I
2
0 ,OX0)
tel que ωX′ = ∂φ. Choisissons un relèvement (a priori non équivariant) X
′′
de
X tel que νY ′((X
′, 0), (X ′′, 0)) = φ. Il est alors aisé de voir que ωX′′ = 0 et, par
suite, qu'on peut munir X ′′ d'une ation de G relevant elle de X. 
On obtient alors diretement le théorème suivant.
Théorème 3.7 Il existe un élément anonique
ω(X,G),A′ ∈ a⊗k Ext
2
G(ΩX0/k,OX0)
qui s'annule si et seulement si (X,G) admet un relèvement équivariant à A′.
Preuve : C'est une onséquene immédiate de l'isomorphisme (2.2) et du fait
qu'il existe un relèvement équivariant de (X,G) à A′ si et seulement s'il existe
un relèvement équivariant plongé dans (Y ′, G). 
4 Déformation équivariante des shémas loalement
d'intersetions omplètes
Dénition 4.1 Soient A un anneau, G un groupe ni et (X,G) un A[G]-
shéma. Alors (X,G) sera dit loalement G-IC s'il existe un reouvrement {Ui}
de X par des ouvers anes stables sous l'ation de G tels que (Ui, G) soit un
A[G]-shéma G-IC.
En partiulier, si (X,G) est un A[G]-shémas loalement G-IC alors le quotient
X/G existe. Contrairement au as des shémas G-IC, il peut exister des A[G]-
shémas loalement d'intersetions omplètes qui ne sont pas loalement G-IC.
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4.1 Classiation des relèvements et de leurs automorphismes
Nous avons tout d'abord besoin de rappeler quelques résultats sur les exten-
sions équivariantes.
Soient G un groupe ni, A un anneau, (X,G) un A[G]-shéma noethérien, F et
G deux OX [G]-faiseaux quasi-ohérents sur X. Notons ExtG(F ,G) l'ensemble
des lasses d'isomorphie d'extensions équivariantes de F par G, i.e. des suites
exates de OX [G]-modules
0→ G
i
→ E
j
→ F → 0.
Il est alors aisé de voir (f. par exemple [HS71℄, Theorem II.2.4 pour le as non
équivariant) qu'on a une identiation anonique
Ext1G(F ,G) → ExtG(F ,G).
Soit U = {Uα}α∈A un reouvrement de X par des ouverts stables sous l'ation
de G. On dénit ExtG(U ,F ,G) omme l'ensemble des familles
({(Eα, iα, jα)}α∈A, {ϕα′,α}α,α′∈A)
ave (Eα, iα, jα) ∈ ExtG(F|Uα ,G|α) et
ϕα′,α : (Eα, iα, jα)|Uα∩Uα′ → (Eα′ , iα′ , jα′)|Uα∩Uα′
des isomorphismes d'extensions équivariantes vériant la ondition de ohaîne
ϕα′′,α′ ◦ ϕα′,α = ϕα′′,α pour tous α,α
′, α′′ ∈ A.
Lemme 4.2 Soit U un reouvrement de X par des ouverts anes stables sous
G. On a une bijetion anonique
ExtG(U ,F ,G)
θ
→ ExtG(F ,G)
Preuve : Soit ({(Eα, iα, jα)}α∈A, {ϕα′,α}α,α′∈A) ∈ ExtG(U ,F ,G). Alors, par re-
ollement, il existe une unique extension équivariante (E , i, j) et des isomor-
phismes ψα : (E , i, j)|Uα → (Eα, iα, jα) tels que ψα′ = ϕα′,α ◦ ψα. Posons
θ(({(Eα, iα, jα)}α∈A, {ϕα′,α}α,α′∈A)) = (E , i, j).
Nous allons onstruire une appliation réiproque. Soit (E , i, j) ∈ ExtG(F ,G).
On a don une suite exate
0→ F
i
→ E
j
→ G → 0.
Comme les ouverts Uα sont anes et que F est quasi-ohérent on a une suite
exate
0→ F|Uα
i|Uα→ E|Uα
j|Uα→ G|Uα → 0.
Ainsi, (Eα, iα, jα) := (E|Uα , i|Uα , j|Uα) ∈ Ext
1
G(F|Uα ,G|Uα). De plus, omme
(E , i, j) est un faiseau en extension, il existe des isomorphismes
ϕα′,α : (E , i, j)α|Uα∩U ′α → (E , i, j)α′ |Uα∩Uα′ .
On a don onstruit un élément θ′(E) ∈ ExtG(U ,F ,G) dont l'image par θ est E .
Il est alors aisé de voir que θ′ et θ sont inverses l'une de l'autre. 
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Théorème 4.3 Soient k un orps, (X0, G) un Speck[G]-shéma qui est loale-
ment dans la lasse G-IC. Soit A′ → A un morphisme surjetif d'objets de A
et de noyau a tel que mA′a = 0 (où mA′ désigne l'idéal maximal de A
′
). Soit
(X → SpecA,G) une déformation équivariante de (X0, G) et (X
′ → SpecA′, G)
un relèvement de (X,G) à SpecA′. Alors
(i) le groupe des isomorphismes de relèvements de (X ′, G) est anoniquement
isomorphe à a⊗k HomOX0 (ΩX0/k,OX0)
G
.
(ii) l'ensemble des lasses d'isomorphie de relèvements de (X,G) à A′ est un
espae prinipal homogène sous Ext1G(ΩX0/k,OX0).
Preuve : C'est une onséquene immédiate du as ane (théorème 3.4) et du
lemme préédent. 
4.2 L'obstrution
Dans le as général, la onstrution de l'obstrution néessite l'utilisation du
omplexe otangent équivariant (f. [Ill71, Ill72℄ ou [Wew℄), le problème fonda-
mental étant que le omplexe otangent habituel, en tant qu'objet de la atégorie
dérivée des omplexes de OX -module, n'est pas muni d'une ation de G.
Nous proposons ii un énoné plus faible mais qui nous semble plus expliite.
Il repose fondamentalement sur la suite spetrale
Ip,q2 := H
p(X0/G,Ext
q
G(ΩX0/k,OX0))⇒ Ext
p+q
G (ΩX0/k,OX0).
Dans beauoup de as onrets, il est plus simple à manipuler que le théorême
général.
Théorème 4.4 Soient k un orps, G un groupe ni et (X0, G) un k[G] shéma
séparé loalement dans la lasse G-IC. Soient A′ un objet de A, mA′ son idéal
maximal, a ⊂ A′ un idéal tel que mA′a = 0 ; notons A = A
′/a et mA son idéal
maximal. Soit (X,G) une déformation équivariante au-dessus de A de (X0, G).
1. Il existe un élément anonique
ω1 ∈ a⊗k H
0(X0/G,Ext
2
G(ΩX0/k,OX0))
dont l'annulation est néessaire et susante pour qu'il existe, loalement
sur X0, des déformations équivariantes de (X0, G).
2. Si ω1 = 0 alors il existe un élément anonique
ω2 ∈ a⊗k H
1(X0/G,Ext
1
G(ΩX0/k,OX0))
dont l'annulation est néessaire et susante pour qu'il existe un reouvre-
ment Ui de X0 et des relèvements équivariants (X
′
i, G) de (X ∩Ui, G) tels
que (X ′i, G)|Ui∩Uj
∼= (X ′j , G)|Ui∩Uj
3. Si ω1 = 0 et ω2 = 0 alors il existe un élément anonique
ω3 ∈ a⊗k H
2(X0/G,Ext
0
G(ΩX0/k,OX0))
dont l'annulation est néessaire et susante pour qu'il existe un relèvement
équivariant de (X,G) à A′.
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Preuve : Démontrons tout d'abord le point 1. Soit {Ui} un reourvrement de
X0 par des ouverts anes stables sous l'ation de G. D'après le théorème 3.7,
il existe un élément anonique ωi ∈ a ⊗k H
0(Ui/G,Ext
2
G(ΩX0/k,OX0)) dont la
nullité est néessaire et susante pour qu'il existe un relevement équivariant de
(X ∩Ui, G). Comme et élément est dénit de manière anonique, les diérents
ωi se reolle pour donner un élément ω1 ∈ a⊗k H
0(X0/G,Ext
2
G(ΩX0/k,OX0)).
Passons à la démonstration du point 2 et supposons que ω1 = 0. Fixons un
reouvrement Ui de X0 par des ouverts anes stables sous l'ation de G et
d'intersetions omplètes sur k. Comme ω1 = 0, ω1|Ui = 0 et don il ex-
iste des relèvements équivariants (X ′i, G) de (X ∩ Ui, G). Comme X0 est sé-
paré, Ui ∩ Uj est ane et d'intersetion omplète sur k. Notons νi,j l'image
de νY ′((X
′
i, G), (X
′
j , G)) dans a ⊗k Ext
1
G(ΩUi∩Uj/k,OUi∩Uj) (pour un shéma
(Y ′, G) G-FL sur A′ tel qu'il existe une immersion régulière équivariante (X ∩
Ui∩Uj, G)→ (Y
′, G)×SpecA′ SpecA ; l'élément νi,j est indépendant du hoix de
Y ′ grâe à la proposition 3.1 (v)). La propriété (ii) de la proposition 3.1 permet
de voir que les νi,j dénissent un élément ω2 de
a⊗k Hˇ
1({Ui},Ext
1
G(ΩX0/k,OX0))
et on montre aisément que et élément est indépendant des relèvements (X ′i, G)
hoisis.
D'autre part, omme les ouverts anes sont ayliques pour la ohomologie de
Zarisky des faiseaux ohérents, on a
a⊗k Hˇ
1({Ui},Ext
1
G(ΩX0/k,OX0)) = a⊗k H
1(X0,Ext
1
G(ΩX0/k,OX0)).
On a don bien dénit notre élément ω1 omme dans l'énoné. La démonstration
du point 2 est alors aisée.
Nous allons maintenant démontrer le point 3. Supposons que ω1 = 0 et ω2 = 0.
Comme préédement, xons un reouvrement Ui de X0 par des ouverts anes
stables sous l'ation de G et d'intersetions omplètes sur k. Comme ω1 = 0
et ω2 = 0, il existe des relèvements (X
′
i, G) de (X ∩ Ui, G) tel que (X
′
i ∩ (Ui ∩
Uj), G) ∼= (X
′
j ∩ (Ui ∩ Uj), G). Fixons des isomorphismes
ϕi,j : (X
′
i ∩ (Ui ∩ Uj), G)→ (X
′
j ∩ (Ui ∩ Uj), G).
Notons ϕi,j,ℓ = ϕi,j ◦ ϕ
−1
ℓ,j ◦ ϕℓ,i ∈ a⊗k Ext
0
G(ΩUi∩Uj∩Uℓ/k,OUi∩Uj∩Uℓ) (f. Théo-
rème 3.4). Les ϕi,j dénissent un élément
ω3 ∈ a⊗k Hˇ
2({Ui},Ext
0
G(ΩX/k,Ox)).
La proposition 3.3 (ii) permet de voir que et élément est indépendant des
isomorphismes ϕi,j hoisis. On montre alors aisément que ω3 = 0 si et seulement
s'il existe des isomorphismes ϕi,j tels que ϕi,ℓ = ϕi,j ◦ϕj,ℓ pour tous i, j, ℓ. D'où
le résultat par reollement des X ′i le long des Ui ∩ Uj grâe aux ϕi,j . 
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5 Corollaires et appliations
Nous allons maintenant voir quelques exemples simples de aluls. La plupart
du temps, nous assumerons une hypothèse de trivialité de la ohomologie des
groupes. Plus préisément, nous nous plaerons presque toujours sous l'une des
hypothèses suivantes :
- le groupe agissant sur les shémas onsidérés a un ordre premier à toutes les
aratérisiques intervenant dans le problème ;
- le groupe agit librement.
Le as général (sauvage) est beauoup plus omplexe. Pour des exemples nous
renvoyons à [BM00℄ et [CK℄ pour le as des ourbes lisses, ou bien [Mau03b,
Mau03a℄ pour le as des ourbes stables.
5.1 Calul de Ext1G(ΩX/k,OX)
Proposition 5.1 Soient k un orps, X → Speck un shéma quasi-projetif et G
un groupe d'ordre premier à la aratéristique de k et agissant sur X → Speck.
Notons π : X → X/G =: Σ le morphisme quotient et supposons que Σ→ Speck
est lisse. Alors on a une suite exate
. . .→ Hi−1(Σ,Ω∨Σ/k)→ Ext
i
G(ΩX/Σ,OX)→ Ext
i
G(ΩX/k,OX)→
Hi(Σ,Ω∨Σ/k)→ Ext
i+1
G (ΩX/Σ,OX)→ . . .
Preuve : Comme π est séparable on a une suite exate
0→ π∗Ω1Σ/k → ΩX/k → ΩX/Σ → 0.
On a don une suite exate longue donnée par la ohomologie équivariante
. . .→ Exti−1G (ΩΣ/k,OX)→ Ext
i
G(ΩX/Σ,OX)→ Ext
i
G(ΩX/k,OX)→
ExtiG(π
∗ΩΣ/k,OX)→ Ext
i+1
G (ΩX/Σ,OX)→ . . .
Il s'agit alors de aluler ExtiG(π
∗ΩΣ/k,OX). Or on a une suite spetrale I
p,q
2 :=
Hp(Σ,Ext qG(π
∗ΩΣ/k,OC)) qui onverge vers Ext
p+q
G (π
∗ΩΣ/k,OX). D'autre part,
omme |G| est inversible dans k, on montre aisément, en utilisant une suite
spetrale, que Ext
q
G(π
∗ΩΣ/k,OC) = π
G
∗ Ext
q(π∗ΩΣ/k,OC). Comme Σ → Speck
est lisse, ΩΣ/k est loalement libre don Ext
q(π∗ΩΣ/k,OC) = 0 si q > 0. On a
don ExtiG(π
∗ΩΣ/k,OX ) = H
i(Σ, πG∗ Ext
0(π∗ΩΣ/k,OX)). Or par adjontion, on
a un isomorphisme anonique π∗Ext
0(π∗ΩΣ/k,OX) = Ext
0(ΩΣ/k, π∗OX). Il en
résulte que
πG∗ Ext
0(π∗ΩΣ/k,OX) = Ext
0(ΩΣ/k,OΣ).
D'où le résultat. 
Proposition 5.2 Soient C → Speck une ourbe lisse sur un orps algébrique-
ment los et G un groupe d'ordre premier à la aratéristique de k et agissant
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dèlement sur C → Speck. Notons n le nombre de points de ramiation dans
le morphisme quotient. Alors on a
dimk Ext
1
G(ΩC/k,OC)− dimk Ext
0
G(ΩC/k,OC) = χ(Ω
∨
Σ/k) + n.
Preuve : D'après la proposition i-dessus, il sut de montrer que∑
i
(−1)i dimk Ext
i
G(ΩC/Σ,OΣ) = n.
Comme l'ordre de G est inversible dans k, on a
Ext
q
G(ΩC/Σ,OΣ) = π
G
∗ Ext
q(ΩC/Σ,OC)
pour tout q ≥ 0. Soient p ∈ C un point ramié, Dp son stabilisateur et dp la
diérente en e point. Notons R = OC,p et t une uniformisante de R. On a alors
ΩC/Σ,p ∼=
(
R/(tdp )
)
dt. On prouve alors aisément (par exemple en prenant une
résolution projetive) que Exti(ΩC/Σ,p, R) = 0 si i 6= 1 et Ext
1(ΩC/Σ,p, R) ∼=(
R/(tdp ) ∂∂t
)
. Il s'agit alors de aluler dimk
(
R/(tdp ) ∂∂t
)Dp
dont on voit (par
exemple en omplétant R et en linérisant l'ation) qu'il est égal à
⌈
dp
|Dp |
⌉
. Or
dp = |Dp| − 1 ar l'ordre de Dp est premier à la aratéristique de k. La suite
spetrale I
p,q
2 := H
p(Σ,Ext qG(ΩC/Σ,OΣ)) qui onverge vers Ext
p+q
G (ΩC/Σ,OΣ)
permet aisément de onlure. 
5.2 Calul de Ext2G(ΩX/k,OX)
Proposition 5.3 Soient X → Speck un morphisme loalement d'intersetion
omplète et G un groupe ni d'ordre premier à la aratéristique de k et agissant
sur X. Alors Ext2G(ΩX/k,OX) = Ext
2(ΩX/k,OX )
G
.
Preuve : On a une suite spetrale Hp(G,Extq(ΩX/k,OX)) qui onverge vers
Extp+qG (ΩX/k,OX). Comme l'ordre de G est inversible dans k, on a
Hp(G,Extq(ΩX/k,OX)) = 0
si p ≥ 1. D'où le résultat. 
Proposition 5.4 Soient X → Speck un shéma ane lisse et G un groupe
agissant librement sur X → Speck. Alors ExtℓG(ΩX/k,OX ) = 0 pour ℓ ≥ 1.
Preuve : On a une suite spetrale Hp(X/G,Ext qG(ΩX/k,OX)) qui onverge vers
Extp+qG (ΩX/k,OX). Par suite, omme X/G est ane et que Ext
q
G(ΩX/k,OX )
est quasi-ohérent on a ExtℓG(ΩX/k,OX) = H
0(X/G,Ext ℓG(ΩX/k,OX)). D'autre
part, si on note π : X → X/G le morphisme quotient, on a une suite spetrale
RpπG∗ Ext
q(ΩX/k,OX ) qui onverge vers Ext
p+q
G (ΩX/k,OX). Comme X → Speck
est lisse, on a Ext q(ΩX/k,OX) = 0 pour q ≥ 1. D'autre part, omme G agit
librement, le fonteur πG∗ est exat. On a don Ext
ℓ
G(ΩX/k,OX) = 0 pour ℓ ≥ 1.

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Corollaire 5.5 Soient X → Speck un shéma ane lisse et G un groupe ni
agissant librement sur X → Speck. Pour tout anneau loal aritinien A de orps
résiduel k il existe une unique déformation équivariante de (X,G) au-dessus de
A (à isomorphisme près).
Preuve : Il sut de ombiner le théorème 1.3 (où le théorème 3.7) et la propo-
sition 5.4. 
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